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Introduction Introduction

Un tenseur est une entité algébrique avec des composantes variées qui généralise le concept de
scalaire, vecteur et matrice.

» Beaucoup de quantités physiques sont mathématiquement représentées comme tenseurs.

» Les tenseurs sont indépendants de tout systéme de référence mais sont représentés par les
composantes de leurs matrices dans un repére donné.

» Les composantes d'un tenseur dépendent du systéme de référence choisi et varient avec lui.
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L'ordre d'un tenseur Introduction
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L'ordre d'un tenseur

Introduction

L'ordre d'un tenseur est donné par le nombre d’'indices dont on a besoin.

» Scalaire : ordre 0 o = 3,14

1,2
» Vecteur:ordrel 7V = 0,3
0,8
_ 01 0 1,3
» Matrice:ordre2 E=|16 24 05
0 04 58

» Ordre 3 : 3 dimensions, . ..
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La MMC et le calcul tensoriel Introduction

La mécanique des milieux continus fait un usage intensif des champs scalaires, vectoriels et
tensoriels.

Ces outils mathématiques indispensables permettent d'établir des résultats fondamentaux, en
conférant aux formules une concision remarquable.

Les scalaires, vecteurs et tenseurs sont invariants lors d'un changement de base.
On peut ainsi écrire les équations de la mécanique de maniére intrinséque, indépendamment
de la base choisie.
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Introduction

Dans ce cours, nous n'utiliserons que des systémes de coordonnées orthogonales,
éventuellement curvilignes.

Ce qui permet des simplifications considérables sans introduire de restrictions trop génantes.

Tous les vecteurs et tenseurs considérés seront 3 composantes réelles.
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Vecteur Vecteurs et tenseurs

Dans un espace euclidien £ a trois dimensions, soit (?{,?ﬁ,?ﬁ) une base orthonormée. Un

vecteur V' est représenté par ses composantes Vi, Vo, V3 :

3
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V = Ve + Voes + V3?3>:Z\/,-E>
i-1



Vecteur Vecteurs et tenseurs

Dans un espace euclidien £ a trois dimensions, soit (?{,?ﬁ,?ﬁ) une base orthonormée. Un

vecteur V' est représenté par ses composantes Vi, Vo, V3 :

3

%

V = Ve + Voes + V3?3>:Z\/,-E>
i-1

Avec la convention d’Einstein (sommation sur I'indice répété) :

V=ve

L'indice i est dit indice muet.



Notation matricielle du vecteur Vecteurs et tenseurs

En notation matricielle :



Notation matricielle du vecteur Vecteurs et tenseurs

En notation matricielle :

Le vecteur transposé : _
Vi={V} =(V)=(u V2 W)



AppIication Iinéaire de f dans f Vecteurs et tenseurs

Soit A une application linéaire. Dans la base (e_f,e_2>,?3,>), elle est représentée par une matrice

3 x 3 notée [A] :

A A Ass
[Al= A Axn A
A1 Az Asz



Application Iinéaire de f dans f Vecteurs et tenseurs

Soit A une application linéaire. Dans la base (e_f,e_2>,33,>), elle est représentée par une matrice

3 x 3 notée [A] :

A A Ass
[Al= [Aa Axx Ass
A1 Az Asz

Si W = AV, alors :

Wi =AuVh + ApVo + AizVs
Wo = Aoy Vi + Ao Vo + Axz V3
W5 = A31 V1 + Az Vo + Ass Vs



AppIication Iinéaire — Notation indicielle Vecteurs et tenseurs

En notation indicielle (j indice muet, i indice franc) :

Wi = A3,



Application Iinéaire — Notation indicielle Vecteurs et tenseurs

En notation indicielle (j indice muet, i indice franc) :

Wi = A3,

En notation matricielle :

{w} =[A{V}



Symbole de Kronecker Vecteurs et tenseurs

Le symbole de Kronecker est défini par :

I
0 siis#j



Symbole de Kronecker Vecteurs et tenseurs

Le symbole de Kronecker est défini par :



Propriétés du symbole de Kronecker Vecteurs et tenseurs

011 012 013 1
[0j] = |21 d22 do3| = |0
0

031 032 033

o~ O
= O O
— —



Propriétés du symbole de Kronecker Vecteurs et tenseurs

011 012 013 10
[(5,]] = |do1 02> 03| = |0 1
0 0

031 032 033

= O O

|

» 0 =011+ 0 + 933 =3



Propriétés du symbole de Kronecker Vecteurs et tenseurs

011 012 013 10
[(5,]] = |do1 02> 03| = |0 1
0 0

031 032 033

= O O

|

> 0;i =011+ 0+ 933 =3
> 6imam = aj



Propriétés du symbole de Kronecker Vecteurs et tenseurs

011 012 013 10
[(5,]] = |do1 02> 03| = |0 1
0 0

031 032 033

= O O

|

> 0;i =011+ 0+ 933 =3
> 6imam = aj

» OimTmj=Tj



Propriétés du symbole de Kronecker Vecteurs et tenseurs

011 012 013 10
[(5,]] = |do1 02> 03| = |0 1
0 0

031 032 033

= O O

|

> §ji =011 + o2+ 033 =3
» dimam = a;

» Oim ij = T,'J'

> S;mémj = 5U



Propriétés du symbole de Kronecker Vecteurs et tenseurs

011 012 013 10
[0j] = [d21 622 23| = |0 1
031 032 033 00

= O O

» 0 =011+ 0 + 933 =3

» Oimam = a;

= G Vi — Vg

» imOmj = 0

» Pour un repére orthonormé : & - & = §;



Composition d’applications linéaires Vecteurs et tenseurs

La composition de deux applications linéaires se traduit par le produit de leurs matrices :

C=AoB = [C]=][AlB]



Composition d’applications linéaires Vecteurs et tenseurs

La composition de deux applications linéaires se traduit par le produit de leurs matrices :

C=AoB = [C]=][AlB]

En notation indicielle :
Cj = A By
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Soit A une forme bilinéaire sur £ (application bilinéaire de £ x £ dans R). Dans la base
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Formes bilinéaires Vecteurs et tenseurs

Soit A une forme bilinéaire sur £ (application bilinéaire de £ x £ dans R). Dans la base
(ef,,¢) :

A(V. W) = Azviw,

En notation matricielle :
- =
A(V.W) = (viAlw}



Formes bilinéaires Vecteurs et tenseurs

Soit A une forme bilinéaire sur £ (application bilinéaire de £ x £ dans R). Dans la base
(ef,,¢) :

A(V. W) = Azviw,

En notation matricielle :
- =
A(V. W) = (VIA{W}

Le symbole de Kronecker représente le produit scalaire dans toute base orthonormée :

e,--ej:5,-j



Produit scalaire Vecteurs et tenseurs

Le produit scalaire de deux vecteurs :

V.-W=Ve- Wg = VW= VW



Produit scalaire Vecteurs et tenseurs

Le produit scalaire de deux vecteurs :

V.-W=Ve- Wg = VW= VW

En notation matricielle :
VW= (v){w}



Tenseur du second ordre Vecteurs et tenseurs

C

n tenseur du_§ec0nd ordre T est un opérateur linéaire qui fait correspondre a tout vecteur

un vecteur W :
W= T(V)

<l



Tenseur du second ordre Vecteurs et tenseurs

C

n tenseur du_§ec0nd ordre T est un opérateur linéaire qui fait correspondre a tout vecteur

un vecteur W :
W= T(V)

<l

Il est représenté par une matrice 3 x 3 notée [T] ou T :

Wi = T;V;



Tenseur du second ordre Vecteurs et tenseurs

C

n tenseur du_§ec0nd ordre T est un opérateur linéaire qui fait correspondre a tout vecteur

un vecteur W :
W= T(V)

<l

Il est représenté par une matrice 3 x 3 notée [T] ou T :

Wi =T;V;

En notation matricielle :

s/
I

el
<l

(@h=[r) 7 =



Propriétés d'un tenseur du second ordre Vecteurs et tenseurs

» Symétrique si T;; = T
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» Antisymétrique si T = —Tj;



Propriétés d'un tenseur du second ordre Vecteurs et tenseurs

» Symétrique si T;; = T
» Antisymétrique si T = —Tj;
» lIsotrope si T;; = tJ;



Propriétés d'un tenseur du second ordre Vecteurs et tenseurs

» Symétrique si T;; = T

» Antisymétrique si T = —Tj;

» lIsotrope si T;; = tJ;

> Tout tenseur se décompose en partie symétrique et antisymétrique :

—sym —asym



Produit tensoriel Vecteurs et tenseurs

Le produit tensoriel U ® V est le tenseur d’ordre deux défini par la forme bilinéaire :

FeV)ET)=(T-3)(V7)



Produit tensoriel Vecteurs et tenseurs

Le produit tensoriel U ® V est le tenseur d’ordre deux défini par la forme bilinéaire :

FeV)ET)=(T-3)(V7)

Les 9 produits e ® ?} forment une base de I'espace des tenseurs d'ordre deux :

T=T;gq0¢



Matrice de passage Vecteurs et tenseurs

Soient (e_f,?z),?g)) et (;’E,g,z) deux bases orthonormées. La matrice de passage Q@ est
définie par :

d—qg ou {d}=[Ql{<}



Matrice de passage Vecteurs et tenseurs

—>—>—>)et(_?_?_7

Soient (el, €, €3 €, €, e3) deux bases orthonormées. La matrice de passage @ est
définie par :

d—qg ou {d}=[Ql{<}

Les deux bases étant orthonormées :



Matrice de passage Vecteurs et tenseurs

Soient (e_f,?z) —>) et (7> a4

, €3 €, €, e3) deux bases orthonormées. La matrice de passage @ est
définie par : . S
e =Qi¢ ou {}=[Q{¥}

Les deux bases étant orthonormées :
_) ﬁ
i
0 = € - € = Qi Qjx

Propriété clé

La matrice @ est orthogonale : [Q]~! = [Q]"



Changement de repére : Vecteur Vecteurs et tenseurs

Soit V' de composantes V; dans la base initiale et V/ dans la nouvelle :

Vi=ViQu et Vie = V/ Qi



Changement de repére : Vecteur Vecteurs et tenseurs

Soit V' de composantes V; dans la base initiale et V/ dans la nouvelle :

Vi=ViQu et Vie = V/ Qi

En notation matricielle :

Vi=1Q{V} e« {V}=[a"{V}



Changement de repére : Vecteur Vecteurs et tenseurs

_>
Soit V' de composantes V; dans la base initiale et V/ dans la nouvelle :
Vi = V;Qui et Vi = V/ Qi
En notation matricielle :
— — — —
{(Vi=1e{v} e {V}=[Q"{V]}

Invariance du produit scalaire

- —
VW = VIW] = ViQuW; Qg = 5;ViW, = ViW, = V . W



Changement de repére : Application linéaire Vecteurs et tenseurs

Soit A une application linéaire de composantes A;; dans la base initiale et Afj dans la nouvelle
base.



Changement de repére : Application linéaire Vecteurs et tenseurs

Soit A une application linéaire de composantes A;; dans la base initiale et Afj dans la nouvelle
base.

En notation indicielle :
A:'k - QijAijkm



Changement de repére : Application linéaire

Vecteurs et tenseurs

Soit A une application linéaire de composantes A;; dans la base initiale et Afj dans la nouvelle
base.

En notation indicielle :
A:'k - QijAijkm

En notation matricielle :

[A] = [QIIA[Q]T
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Permutations paires et impaires Permutations et déterminants

Soient 1, j, k trois indices distincts. On dit qu'ils forment une permutation paire (resp.
impaire) de 1,2, 3 si on peut les y amener par un nombre pair (resp. impair) de permutations.



Permutations paires et impaires Permutations et déterminants

Soient 1, j, k trois indices distincts. On dit qu'ils forment une permutation paire (resp.
impaire) de 1,2, 3 si on peut les y amener par un nombre pair (resp. impair) de permutations.

0 O

Permutation Paire Permutation Impaire

Paires : (1,2,3), (3,1,2), (2,3,1) Impaires : (2,1,3), (1,3,2), (3,2,1)



Symbole de Levi-Civita Eijk Permutations et déterminants

0 si deux indices sont égaux
€jk = 4 +1 sii,j, k forment une permutation paire
—1 sii,j, k forment une permutation impaire



Symbole de Levi-Civita Eijk Permutations et déterminants

0 si deux indices sont égaux
€jk = 4 +1 sii,j, k forment une permutation paire
—1 sii,j, k forment une permutation impaire

Ces symboles représentent le produit mixte des vecteurs de base :

Eijk = (?7 €j>7 e—k>)



Symbole de Levi-Civita Eijk Permutations et déterminants

0 si deux indices sont égaux
€jk = 4 +1 sii,j, k forment une permutation paire
—1 sii,j, k forment une permutation impaire

Ces symboles représentent le produit mixte des vecteurs de base :
e = (&, ¢, &)
La forme trilinéaire produit mixte :
(U, V. W) =U-(VAW) =eplU;VWi

g



Permutations et déterminants

Démonstration que g - €jjx = 6 :



=
=
<
7}
-
@
o
-
7}
n
=
.2
L
©
-
=
=
=
o
(=

2
=3

5
yiéﬁ J

€t &

Démonstration que €k - gjx = 6 :




Déterminant d’une matrice Permutations et déterminants

Les symboles de permutation permettent le calcul du déterminant :

Eijk det(A) = Emnp A,'mAjnAkp



Déterminant d’une matrice Permutations et déterminants

Les symboles de permutation permettent le calcul du déterminant :

Eijk det(A) = Emnp A,'mAjnAkp

Ou encore : )
det(A) = 6 Eijk Emnp AimAjnAkp



Adjoint d’'un tenseur antisymétrique Permutations et déterminants

Soit Q un tenseur antisymétrique :

0 Qi —Q3
Q= —ng 0 Q23
Q31 —Q3 O



Adjoint d’'un tenseur antisymétrique Permutations et déterminants

Soit Q un tenseur antisymétrique :

0 Qi —Q3
Q= —ng 0 Q23
Q31 —Q3 O

On lui associe le vecteur :
w1 Qo3

ws3 Q10



Adjoint d’un tenseur antisymétrique

Soit Q un tenseur antisymétrique :

0 Qi —Q3
Q= —912 0 Q23
Q31 —Q3 O

On lui associe le vecteur :

w1 Qo3
ﬁ = w2 = Q31
ws3 Q10

Définition

W est le vecteur adjoint du tenseur antisymétrique Q.

Permutations et déterminants
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Produit vectoriel Calcul vectoriel et analyse vectorielle

. . - ., .
Le produit vectoriel € = @ A b s'écrit :

— —-
cie = Eijk ajbk [=H



Produit vectoriel Calcul vectoriel et analyse vectorielle

. . - ., .
Le produit vectoriel € = @ A b s'écrit :

— —-
cie = Eijk ajbk [=H

Identités vectorielles :
(FAB)AC=(Z-C)b—(b-0)F
(FAB)-(Ad)=(7-)(b-d)—(3-d)(b )



Les opérateu rs différentiels Calcul vectoriel et analyse vectorielle

.0 : .
On note ,i = —. Les opérateurs sont exprimés en repére cartésien orthonormé.

aX,' ’



Les opérateu rs différentiels Calcul vectoriel et analyse vectorielle

.0 : .
On note ,i = —. Les opérateurs sont exprimés en repére cartésien orthonormé.

8x,-

Gradient grad Laplacien A

Opérateur du 1" ordre qui Opérateur du 1°" ordre qui Opérateur du 2™ ordre qui
augmente la dimension diminue la dimension conserve la dimension
(scalaire — vecteur, vecteur (vecteur — scalaire, tenseur

— tenseur) — vecteur)



Analyse vectorielle : Scalaire f Calcul vectoriel et analyse vectorielle

Gradient (vecteur) :

of

8X1

grad f = VF = f;& = of
’ 8x2

of

8X3



Analyse vectorielle : Scalaire f Calcul vectoriel et analyse vectorielle

Gradient (vecteur) :

grad f = Vf = f;el = of

Laplacien (scalaire) :
0*f  O*f  0°f
Af=fi=cmt st
T Ox? * ox3  0x3



Analyse vectorielle : Vecteur 7 Calcul vectoriel et analyse vectorielle

5] %1 0 V2 0 V3

Divergence (scalaire) : DivV = v;; = o e



Analyse vectorielle : Vecteur 7 Calcul vectoriel et analyse vectorielle

. . 0
Divergence (scalaire) : DivV = v;; = %‘2 -+ g—)‘z -+ 8—)‘2
Ovs _ Ov
8X2 8X3
. = — 8V1 8V3
Rotationnel (vecteur) : rot V = ejuvi,; € — =
otationnel (vecteur) : ro Eijk Vi,j € o ox
8V2 avl

5'X1 8X2



Analyse vectorielle : Vecteur 7 Calcul vectoriel et analyse vectorielle

Divergence (scalaire) : DivV = v;; = 9vi | Ova
Ovs
8X2
o
(9X3
Ov2
8X1

o

8x1

Ov2

8X1

Ovs

8X1

. —
Rotationnel (vecteur) : rot V = ejvijef =

Gradient (tenseur) : VV = v, ;& ® & =

e o

8 V3

Ox3

8 %)

 Oxs

(9 V3

S Oxt

8 1%

 Ox

6V1

%2

6V2

%2

8V3

0%

Ox3

8 V2

Ox3

6V3

Ox3



Analyse vectorielle : Tenseur T Calcul vectoriel et analyse vectorielle

La divergence d'un tenseur est un vecteur :

8 T]_]_ a T]_2 8 T]_3
(9X1 8X2 8X3
8 T2]_ 6 T22 8 T23
(9X1 8X2 8X3
8x1 + (9X2 + 6X3

DiVT = T,'j’jg,'> =




Formules d’Ostrogradsky Calcul vectoriel et analyse vectorielle

Les formules d'Ostrogradsky font correspondre une intégrale de volume a une intégrale de
surface. Soit Q un domaine borné de frontiere 9 et de normale 7.



Formules d’Ostrogradsky Calcul vectoriel et analyse vectorielle

Les formules d'Ostrogradsky font correspondre une intégrale de volume a une intégrale de
surface. Soit Q un domaine borné de frontiere 9 et de normale 7.

Scalaire ¢ :

[l e oo




Formules d’Ostrogradsky Calcul vectoriel et analyse vectorielle

Les formules d'Ostrogradsky font correspondre une intégrale de volume a une intégrale de
surface. Soit Q un domaine borné de frontiere 9 et de normale 7.

Scalaire ¢ :

[l e oo

Vecteur X :

//OQX.ﬁdS:///QDiV(X)dV




Formules d'Ostrogradsky Calcul vectoriel et analyse vectorielle

Les formules d'Ostrogradsky font correspondre une intégrale de volume a une intégrale de
surface. Soit Q un domaine borné de frontiere 9 et de normale 7.

Scalaire ¢ :
[l 755~ oo
Vecteur X :
//m?ﬁdsz///ﬂmv(?)dv
Tenseur T :

//;;j' s = ///QDiV(?)dv



Formule de Stokes Calcul vectoriel et analyse vectorielle

Soit 92 un domaine plan de normale T, de frontiere T.

Si 7 est le vecteur unitaire tangent a I :

//8915{(?)~7d5:/rﬁ-?d/




Section 5

Formules essentielles en MMC

. Introduction

. Vecteurs et tenseurs

. Permutations et déterminants

. Calcul vectoriel et analyse vectorielle

5



Coordonnées cartésiennes — Vecteur vV Formules essentielles en MMC

O/\/I:xe_x>+ye_y>+z?z>, soit V = vxe_x>—|— vye_y>—|— vz?;



Coordonnées cartésiennes — Vecteur ? Formules essentielles en MMC

O/\/I:xe_;—&—ye_y)—l—z?g, soit V = vxe_x>—|— vye_y>—|— vz?;

Ovxe  Ovx v
Ox Oy oz

Vv = |2 2% 9y divy = 2%, 0w | 0w
Ix dy oz |7 Ox ay Oz
vy vy vy
Ox dy oz

AV = Avie + Avye, + Av, el




Coordonnées cartésiennes — Scalaire f et Tenseur T  Formules essentielles en MMC

Af =

of

Ox

—{ of
vi=23 2
of

oz

_r o

6x2+8_y2+

o*f
0z2

T 0Ty
Ix + Ay
o= | 9T ATy
div T = e 4 o
[¢) Tox <) TZ}/
Ox + dy
ATw AT,

AT = |AT,. AT,
AT, AT,

Gl
+ oz

ATy
+ oz

&=
+ oz

AT,
AT,
AT,



Coordonnées cylindriques Formules essentielles en MMC

e, z
M
OM = re +ze!, d(OM)=dra +rdoe +dze
o - 2
s = e_g? aﬂ = ?27 EE =0
00 00 00
Z toutes les autres dérivées = 0
O
& Soit V = vie + vpeg + vze
v, 1 dv, v,
6 divv = & r, 9% &
r - v r * or r 00 * 0z
/ee
€x



Coordonnées cylindriques — Gradient du vecteur

Formules essentielles en MMC

grad (V) =

ov,
ar
Ove
ar
ov,
ar




Coordonnées cylindriques — Gradient du vecteur

Formules essentielles en MMC

Scalaire f :

\% i

ov,
or
gr?i (7) _ | Ov
ar
ov,
ar

_of 5 10f,  Of
- (9rer+r86‘eg+ﬁzez’

1of
ror

10
r? 062

o*f
0z2



Coordonnées cylindriques — Divergence du tenseur Formules essentielles en MMC

— Trr TrO Trz
Soit T= [Ty, Tyo Ty,|, alors:
Tzr TzG Tzz



Coordonnées cylindriques — Divergence du tenseur Formules essentielles en MMC

— Trr TrO Trz
Soit T= [Ty, Tyo Ty,|, alors:
Tzr TzO Tzz
0Ty laTre 0Tz T — TGG
ar r 00 0z r
div(?) _ 0Ty, | 10Tgg  OTp, - 2T,
ar r 00 0z r

0Tz | 10Ty o &)= o Ui
or r 00 0z r
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€;

o

€ OM =re/, d(OM)=
oe _, o8
= €9,
o0 0
0 ) o)
—— =cosfeg,
99
Scalaire f :
&y
¢ Vi

dr?f—i—rdee_g—&-rsinOdqﬁe_g

_>
:—E), aer:sinQe_(g
09
ﬂ:fsin9€,>fcos¢9e_g>
g
or
15f
r 06
1o
rsin@ 0¢



Coordonnées sphériques — Vecteur vV Formules essentielles en MMC

Soit V = v, e + vgep + v¢e_¢) :

dv, 1 /0w 1/ 1 0w
ar F(ae _V") ?(sine ¢ _V"’)
S |2 B Y o)
7]
# %%L; 1<si;9%+COtg0V9+vr)
div7:8v, 2v, E%Jrcoth 1 %

or + r Jrr o0 r v rsinf O0¢



Coordonnées sphériques — Tenseur T Formules essentielles en MMC

OV 10T,y 1 BT,¢ 2T — Tog — T¢¢ + T,g cotgf
ar r 00 rsinf O¢ r
0Ty, n 1 0Tyg 1 8Tg¢ n (ng = T¢¢)cotg0 + 3T,
or r 00 rsinf 0¢ r
8T¢, +18T¢9 1 6T¢¢ " 2T0¢,C0tg9+37—,¢
or r 00 rsinf O¢ r

div(T) =
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