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Loi de comportement
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Les deux tenseurs fondamentaux Loi de comportement

Tenseur des déformations Tenseur des contraintes
E;) dans Posséde une base propre (i, ¢4, c3) dans
laquelle il est diagonal :

0 O

- —
Possede une base propre (by, bo,
laquelle il est diagonal :
e1r O 0 . 01
g = 0 ED) 0 o= 0 g2 0
0 0 &3 0 0 o3
01,02,03 sont les contraintes principales

€1, €2, €3 sont les déformations principales.
Jusqu'ici, aucun lien n'a été établi entre € et 5. C'est I'objet de la loi de comportement.



Modéle de comportement — Définition générale Loi de comportement

Un modéle de comportement est une fonctionnelle qui fournit la contrainte @ en un point
donné a partir de I'historique des déformations :

(X, t) = g[f(r) |7 < t]

Cette formulation est trop générale pour un usage pratique. On la simplifie par trois hypothéses
successives :
1. Loi locale : la contrainte en un point ne dépend que de I'historique de déformation de la
particule qui occupe ce point.
2. HPP : on utilise le tenseur des déformations linéarisées .
3. Matériau sans mémoire : |'état de contrainte a un instant donné ne dépend que de I'état
de déformation au méme instant.



Modéle de comportement — Forme simplifiée Loi de comportement

Modéle simplifié

Sous ces trois hypothéses, la fonctionnelle se réduit & une simple fonction :

(X, t) = f[E(X,1)]

Si cette fonction est inversible : 5(X, t) = f 1 [5(X, t)]

Cas des fluides — Mémoire infiniment courte

Pour les fluides, la contrainte dépend non pas des déformations mais du taux de déformation
a l'instant considéré :

¥, 1) = 5[3(R, 1), %%(7, )

C'est le cas du modéle de fluide visqueux.
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Milieu élastique — Définition Modéle élastique linéaire isotrope

Loi locale et sans mémoire, avec deux propriétés supplémentaires

» |l existe pour chaque particule un état de référence (état au repos) tel que Z =0 et
@ = 0 simultanément.

> L'état de contrainte ne dépend que de |'état de déformation par rapport a cet état de
référence.

Définition physique

Un milieu élastique est un milieu qui se déforme sous un chargement (quelle que soit la
nature et la quantité de cette déformation), et qui revient exactement a son état initial
lorsqu’on supprime le chargement.



Elasticité linéaire — Hypothéses Modéle élastique linéaire isotrope

Hypothéses supplémentaires du modéle élastique linéaire

» Le mouvement est conforme a 'HPP

» La relation entre contraintes et déformations est affine

Conséquence — Loi de comportement générale

Chaque composante du tenseur des contraintes est une combinaison linéaire de toutes les
composantes du tenseur des déformations :

Ojj = ajjki €k

-----

ajj est le tenseur de rigidité élastique (ordre 4).



Matrice des raideurs élastiques Modéle élastique linéaire isotrope

En notation matricielle condensée (notation de Voigt) :

J11 di1 4di2 413 dia 4dis 416 €11
022 d21 d22 a@23 dz4 a2 a €22
033 | _ | 4831 4&32 433 434 4ass ase £33
012 - d41  d42 A43 44 A45 A4 €12
013 ds1 ds2 ds3 ds4  dss ds6 €13
023 d61 d62 463 dea de5 66 €23

La matrice a est la matrice des raideurs élastiques. Elle posséde 21 termes indépendants
(par symétrie du tenseur d’ordre 4).



Isotropie — Coefficients de Lamé Modéle élastique linéaire isotrope

Hypothése d’isotropie

Le comportement mécanique du milieu est invariant par rotation : le matériau se comporte
de la méme maniére dans toutes les directions.

Conséquence

Sous cette hypothése, les 21 paramétres se réduisent 8 2 paramétres, appelés coefficients de
Lamé A et i (homogénes a une pression : kPa, MPa).

Remarque

L'hypothése d'isotropie est parfois mise en défaut pour les matériaux a direction structurelle
privilégiée : bois, composites, etc.



Loi de Hooke Modéle élastique linéaire isotrope

Loi de Hooke — Coefficients de Lamé

7= Mr(E)] +2uE

Oij = Aewk 0jj + 2 g

Propriété remarquable

En élasticité linéaire isotrope, les directions

=, principales de déformations et de contraintes sont

% = - identiques. Cette propriété disparait dés que |'on sort
Robert Hooke de I'une des hypothéses (élasticité, linéarité, isotropie).

1635 - 1703




Modéle élastique linéaire isotrope

Module d'Young et coefficient de Poisson

Les coefficients de Lamé ont une grande importance
théorique, mais en pratique on utilise deux paramétres
d'usage plus courant, directement mesurables :

\ orﬁas = .
1773 - 1829 Parameétres pratiques
» Module d’'Young E

» Coefficient de Poisson v
E_ 13X+ 2p) L A

T A+p 2(\ + p)

Siméon Denis Poisson
1781 - 1840



Loi de Hooke avec E et v Modéle élastique linéaire isotrope

Loi directe (€ — o)




Loi de Hooke — Forme matricielle Modéle élastique linéaire isotrope

011 1—v v

v 0 0 0 e
o2 v 1—v v 0 0 0 €22
o3 | E v v 1—v 0 0 0 €33
o | @A+n)(t-20)| O 0 o B 0 0 "2
013 0 0 0 0o 2 o 713
023 0 0 0 0 0 2/ \ns

Grace a l'isotropie du matériau, ces relations sont vraies dans toute base.



Loi de Hooke — Forme matricielle inverse Modéle élastique linéaire isotrope

Module de cisaillement

On identifie le deuxiéme coefficient de Lamé comme le module de cisaillement :

E
C=r= 5y
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Traction uniaxiale Elasticité en sollicitations simples

Sollicitation

Un cube unitaire est soumis & une traction uniaxiale selon e_l> :

c 0 0
c=(0 0 0
0 0O
Déformation — Application de la loi de Hooke
g
— 0 0
E v
g = O —EO' ?/
0 —EU



Module d'Young et effet Poisson Elasticité en sollicitations simples

Module d’Young E

€11 = 0 /E : E est le coefficient de proportionnalité
entre une déformation axiale et la contrainte
normale qui I'a produite.

Effet Poisson

Bien que la sollicitation soit uniaxiale, les directions
transversales & et & se déforment également. Ce
phénomeéne est |'effet Poisson :

€22 = €33 = —VEé1n



Coefficient de Poisson — Limites et mesure Elasticité en sollicitations simples

Cas limites de v Détermination expérimentale

» v = 0 : aucune déformation transversale Par essai de traction uniaxiale :
— I'effet Poisson disparaft » mesure de la déformation axiale =
» v =0,5: tr(g) = 0 — matériau accés a E
parfaitement incompressible » mesure de la déformation transversale

0<r<05 = acces a v

C'est la raison pour laquelle E et v sont
d'usage plus répandu que les coefficients de
Lamé.



Cisaillement simple Elasticité en sollicitations simples

Sollicitation

?:

o 3 O
o O 2
o O O

Déformation — Application de la loi de Hooke

0 1+V7_ 0 0 T 0
= 1+ E T 2M
£ = 14 = o 0 O
E T 0 0 2#
0 0 0 0 0 O

Un cisaillement induit un glissement pur, sans variation de volume.

Y]

-
Y2 = 2612 = — =
I



Module de cisaillement — Base principale Elasticité en sollicitations simples

Module de cisaillement G = p

G est le coefficient de proportionnalité entre une contrainte de cisaillement et le glissement
induit. On |'appelle aussi module de glissement.

Déformations dans la base principale (bissectrices)

Dans la base principale (& 45° de la base de départ) :

-
— 0

I

g = _
0 -5, 0
0 0 0

Un cisaillement simple produit deux dilatations opposées selon les bissectrices,
proportionnelles a la contrainte via le module G.



Com pression hyd rostatiq ue Elasticité en sollicitations simples

Sollicitation isotrope

—-p 0 0 _
=10 —p 0 |=-—pl
0 0 -p
Déformation — Application de la loi de Hooke
=_ pl-2v)=
== 47
c E

Du fait de I'isotropie : une contrainte isotrope conduit logiquement a une déformation
isotrope.



Module de compressibilité

Module de compressibilité K

E 2
K:—:A =
3T—2s) " T3¥

En substituant dans le tenseur des déformations :

P 7

€:—W

= ()= _%

Interprétation physique

K est le coefficient de proportionnalité entre la pression appliquée a un milieu continu et sa
perte de volume relative :
Av - p
— =t =-=
v (&) K

Plus K est grand, plus le matériau est difficile a comprimer.

Elasticité en sollicitations simples



Récapitulatif des paramétres élastiques Elasticité en sollicitations simples

Relations entre les constantes élastiques isotropes

Paramétre Symbole  Expression via A, j Signification physique
2
Module d"Young [E BEA ) Rigidité en traction
A q; w
Coeff. de Poisson v —_ Contraction transversale
2N+ )
Module de cisaillement G=pu 1 Rigidité en cisaillement

2
Module de compressibilité K A+ ?M Rigidité en compression isotrope
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