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Introduction

On procédera, dans ce chapitre, a une premiére application de la notion de dérivée
particulaire. Il s'agit d'établir I'équation traduisant la conservation de la masse. ?

a. En Mécanique classique, la masse se conserve au cours du temps, ce qui n'est pas le cas en Mécanique
relativiste.



Masse d'un systéme matériel Introduction

Soit un milieu occupant a I'instant t un domaine
D; de bord dD;, de vecteur normal T et de
volume ~;.

Masse volumique

On définit la densité volumique p(X, t), avec
p(X,0) = po()_g), telle que :

M= [ p(X, t)dv= / p(?(?,t),t) J dvy

Yt

2 > Principe de conservation

Pour tout systéme matériel :
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Hypothése et calcul de Equation de continuité — Cas régulier

Hypotheése

- . . A - .
p et V sont continues et continiiment différentiables dans D;.

D’apres la formule de Reynolds, on a :

ﬂ:/ @deL/ pv-ﬁds
dt ”/tat O0e

Par le théoréme de la divergence :

dm ap —
— = — +div(p V)| d
e /% [81‘ + div(p )} v



Equation locale de conservation de la masse Equation de continuité — Cas régulier

La conservation de la masse s'exprime pour tout sous-domaine ~; :
0 =
Ve, / {_p + div(p V)] dv=0
Tt 8t

Equation locale (forme eulérienne)

Par le caractére arbitraire de v, :

VX € D, % +div(p V) =0




Eq uation de continuité Equation de continuité — Cas régulier

V) = mad(o). ¥ -
En développant div(p V') = grad(p)- V + pdiv(V), et en reconnaissant la dérivée particulaire :

= —|— gra dt

)=0

Z— + pdiv(

C'est I'équation de conservation de la masse, également appelée équation de continuité.

Fluide incompressible

Si p = cste, alors % =0, dou: div(\_/>) =0.



Relation masse volumique — Jacobien Equation de continuité — Cas régulier

Soit un volume élémentaire de masse dm. On note dvy son volume dans la configuration de
référence et dv celui dans la configuration actuelle. La masse dm étant conservée :

p _ dw
dm = dvo = nd — L -7
m = po avp = pav P dv

Résultat clé

|

Vi 1 ., .
Or dv = Jdwv, doncd—‘f:j,dou:

La variation de masse volumique est directement liée au Jacobien de la transformation.
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Présentation du probléme Cas avec surface de discontinuité

oD

. - . A s
Soit ¥, de vecteur normal N (orienté du cété 1
vers le coté 2), une surface géométrique au

franchissement de laquelle p et/ou V sont
discontinues.

e Et On note W la vitesse de propagation de ¥ ;. La
quantité (V W) représente la vitesse relative
e des particules par rapport a la surface.

Y



Equations locales — Cas discontinu Cas avec surface de discontinuité

La formule de Reynolds généralisée donne, pour tout 7, et toute ¥ :

dM ap . = =% = =
= %{ t—i—dlv(pV)]dv—i—/th(V W)H >=0

Equations locales

En exploitant le caractére arbitraire de v; et de ¥, :
d —
» Dans D; : d—f +pdiv(V)=0

> SurX;: ”p(\_}—V_)V)H~N):O



Débit massiq ue su rfaciq ue Cas avec surface de discontinuité

La quantité NN
p=p(V-W)-N

est appelée débit massique surfacique a travers % ;.

Condition de saut

|

nl=0

Le débit massique se conserve a la traversée de ¥, : « ce qui rentre = ce qui sort » — X; ne
crée ni n'absorbe de particules.



Interprétation physique Cas avec surface de discontinuité

Cas 1 — Onde de choc (i # 0)

La vitesse V' des particules est différente de la vitesse W de ;.
Y. traverse la matiére : elle ne porte pas les mémes particules au cours de son mouvement.

On parle d'onde de choc.
Cas 2 — Surface matérielle (1 = 0)

- — — . . , R .
Ona V- N =W.N : lavitesse normale des particules est égale a la vitesse normale de ¥ ;.
Y ; est une surface particulaire (ou matérielle). Elle suit les particules dans leur mouvement.

|

Exemple : interface entre couches dans un matériau composite.
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